Studietips infor kommande
tentamen TEN1 inom kursen

TNIU23

Lamplig ordning pa sammanfattande studier inom denna kurs:

e Inled med att grundligt studera féreldsningsanteckningarna

e Darefter las tillhérande sidor i laroboken (se arbetsschemat) - sarskilt
definitioner, satser och betydelsen av alla fetstilta begrepp

e LOs nu samtliga teorifragor (fran hemsidan) med svar som hamtas ur ldroboken
och forelasningsanteckningarna

e Nuir duredo for att studera tidigare kontrollskrivningar och tentamina sdsom
denna - alltsa efter att ovanstdende har bearbetats

o Komplettera nu med uppgifter fran arbetsschemat
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a) Los differentialekvationen
2xy' =y?+4 , x>0
Losningstips:

Differentialekvationen ar separabel. Variablerna separeras och
l6sningen fas via ledvis integration enligt

1 dy dx
zf(%)zﬁ= o
Till sist 16ses y ut

Svar:y = 2tan(Inx + C),dd Inx + C # (§+nn),n EZ

b) Los differentialekvationen
xy'—y=x%tanx , x>0
Losningstips:
Omskrivning pa normalform:

y’—sztanx , x>0
X
Differentialekvationen ar linjar av forsta ordningen och l6ses

exempelvis genom multiplikation med en integrerande faktor
d

h(x) = e—fyx _ e-Inlxl — plnjx|™* _ ﬁ

X

Man erhaller



1 1

!

-y ——y =tanx
X xzy

med ett vansterled som kan skrivas som "derivatan av en produkt”

d (1 \ .
e (z7) =
Ledvis integration och y 16ses ut

Svar:y = —xIn|cos x| + Cx,ddx > 0 och x # (§+nn),ne Z

c) Visaattansatseny = Ce™ med C # 0 ger den karakteristiska
ekvationen

r’+a=0
for differentialekvationen
y'+ay=0
Losningstips:

Inséttning avy = Ce™ och y" = Cr?e™ ger

Cr?e™ +aCe™ =Ce™ (r’+a) =0
20 =0

vilket ger den sokta karaktiristiska ekvationen r? + a = 0

3p

a) Skissaiett gemensamt koordinatsystem, i en omgivning till x = 0,
kurvan till
f(x) =In(1+x)

och tillhérande Maclaurin-polynom av grad 1 och 2.

Losningstips:

Maclaurinpolynomen tas fram med hjalp av formel. Kurvor till p, (x) =
xochp,(x) =x — xz—z samt funktionen f(x) = In(1 + x) skissas och

man ser att p, (x) nagot battre approximerar f(x) an vad p, (x) gor, i
en omgivning till x = 0.



FOdwlog(lex) v
gix)wx
h{x)wx=x"2/2 ‘2

b) Beridkna gransvardet:

. e**sin3x
lim ————
x—0 X COS 2X
Losningstips:
Maclaurinutveckling med Maclaurins formel ger

2x i 2 3
lim e“* sin 3x - lim (1 +2x+ 0(x ))(Bx + 0(x )) .

=3
x>0 XCOS2X  x-0 x(1+40(x2))

3p

1

= >
3. Lat f(x) = {xz ,oxz21
0o , x<1

a) Visaatt f(x) ar en tathetsfunktion.

Lésningstips:
f(x) = 0 for alla varden (icke negativ) och dessutom galler
for integralen 6ver hela definitionsmangden att
° ® 1 ("1 _ 11°
J._Oof(x)dx = J; Fdx = l}l_{l;) ) x—zdx = l}l_)ngo [—;L =1

Darmed ar f(x) en tathetsfunktion.

b) Visa att denna tathetsfunktion saknar vintevarde.



Lésningstips:

Definitionen for vantevarde ger integralen som ar divergent och darmed
visar att vantevarde saknas

0 b 1
E(X) = f xf(x)dx = l}im f ;dx = l}im [Inx]? = divergent
. - Jy —00

c) Bestam tithetsfunktionens median.

Losningstips:

Definitionen av median x, 5 = b ger i detta fall

fb (0)d —fbld - 1]b— L1 = Jkrav| =
_Dofx x—1x2 X = P = rav—2

somvisarath = x5 = 2

a) Berdkna volymen av den rotationskropp som alstras dd omradet mellan de
tre rata linjernay = hr—x, y = hoch x =0 (med positiva konstanter r och h)
roterar ett varv runt y-axeln.

(1,5p)

Losningstips:
Ett volymelement av formen liggande skiva med radien x = % och
tjockleken dy

dV =Bdy =nx*dy=m (%)2 dy

Hela volymen, i detta fall en kon med radien r och hojden h, blir

I hory\2 mr? (" w2 [y3]"  mrh
-I;) T[-I;) (h) g h? -I(-)y g h? [3]0 3

b) Berdkna arean av den rotationsyta som alstras da cirkeln
x% + y? = 9 roterar ett varv runt x -axeln.

3p



Losningstips:
Ekvationen
x2+y2=9

beskriver en cirkel med radien 3 och centrum i origo. Ovre halvan av
cirkeln beskrivs av funktionen

f(x) =49 — x?

med derivatan

X

O

Mantelarena av ett “cirkelband”

d 2
dA = 2myds = 2my+/(dx)? + (dy)? = 2my |1+ (%) i

9 — x2 x2 9
=2n\/9—x2\]9_x2+9_x2 dx = 219 — x2 ’9—x2 dx = 6m dx

Hela klotarean:

3 3
A= f dA = 67Tf dx = 6m[x]3; = 36w (areaenheter)
-3 -3

3p

Bestam den l6sningskurva till differentialekvationen
y" —4y' + 3y = e**sinx

som tangerar x-axeln i origo.
Losningstips:
Den homogena ekvationen
y'—4y"'+3y=0
l6ses med hjalp av tillhdrande karaktaristiska ekvation
r?—4r+3r=0r-1)r-3)=0
vars rotter ger

yn, = Ae* + Be3*



Partikuldra l6sningar fas exempelvis med ansatsen
yp = e**(Csinx + D cos x)
yp' = 2e**(Csinx + D cosx) + e?*(C cosx — D sinx)
¥p'" = 4e**(Csinx + D cosx) + 2e**(C cosx — D sinx)

+2e2*(C cosx — D sinx) + e?*(—C sinx — D cos x)

Insattning av i ekvationen ger ett ekvationssystem vars l6sning ar

C= 1
o2
D=0
sa att
1., .
yp=—§exsmx

Darmed sammanfattar vi
3 1 2x
Yy =Ynty, =Ae* + Be x—ze *sinx
med

1
y' =y'n +y, = Ae* +3Be3* —e**sinx —Eezx cos x

Villkoret y(0) = 0 kraver att A + B = 0.

Villkoret y'(0) = 0 kraver att A + 3B —% = 0.

. 1 .
Ekvationssystemet ger A = — " och B =-sdatt

3p

Bestam kurvlangden for f(x) = V2x — x? da x € [0, 2].

Losningstips:



—-2x 1-x

2V2x—x2  V2x—x2

Derivering ger f'(x) =

Ett bagelement

= J@)?+@)2Z= |1 + LA
2x — x2

\]2x—x2+1—2x+x2+
= x =

dx = —d
2x — x? 2x—x2 T /1—(x—1)2

Hela kurvlangden

dx = [arcsin(x — 1)]3

s=f02dx=foz—m

= arcsinl —arcsin(—1) =

7. Antagatt f ar kontinuerlig pa I samt att x och a € I. Bevisa
utifran bland annat medelvardessatsen for integraler att

d * gt =
=] red=re

Losningstips:

Beviset av Analysens huvudsats finns under Sats 6.5 pa sid 286 i
laroboken samt i forelasningsanteckningarna.

3p

3p



